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СПОСОБИ РОЗВ’ЯЗАННЯ ІНТЕГРАЛЬНОГО РІВНЯННЯ 
ВОЛЬТЕРРА І РОДУ З ВИРОДЖЕНИМ ЯДРОМ В ЗАДАЧАХ 
ВІДНОВЛЕННЯ ВХІДНИХ СИГНАЛІВ ДИНАМІЧНИХ ОБ’ЄКТІВ 
Розглянуто два способи розв’язання рівнянь Вольтерра І 
роду з виродженим ядром: чисельно-аналітичний, що зводить 
задачу до розв’язання еквівалентного диференційного рівнян-
ня, та структурно-алгоритмічний, що дозволяє застосовувати 
засоби системи Simulink. В обох випадках досягається висока 
швидкодія алгоритмів розв’язування. 
Ключові слова: інтегральне рівняння Вольтерра, виро-
джене ядро, регуляризація, швидкодіючі алгоритми. 
Вступ. Інтегральні рівняння Вольтерра І роду використовуються в 
актуальних технічних задачах відновлення сигналу. Процес розв’язання 
таких рівнянь пов’язаний з їх некоректністю та складностями у випадку 
ядра довільного вигляду. Розглянемо два способи розв’язання, що до-
зволяють подолані вказані труднощі. 
Чисельно-аналітичний спосіб. Одним з методів розв’язання ін-
тегральних рівнянь Вольтерра І роду 
      , ,x
a
K x s y s ds f x  (1) 
де  ,K x s  і  f x  — задані ядро і права частина, — постійна нижня 
межа інтегрування, є аналітичний перехід до рівнянь другого роду [1], 
що можливо у деяких окремих випадках. Іншим способом перетворення 
рівняння (1) є приведення його до диференційного рівняння a . 
Розглянемо випадок виродженого ядра 






K x s x s 

   (2) 
до якого можуть бути приведені довільні ядра шляхом апроксимації [2].  
Рівняння (1) з виродженим ядром (2) набирає вигляду 





x s y s ds f x 

   (3) 
і допускає такі перетворення. 
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Виділимо з суми (2) доданок     ,q qx s  виходячи з умови 
   0; 0q qx s    ніде в області зміни , :x s  
              '
1
x xm
q q i i
ia a
x s y s ds x s y s ds f x   

    (4) 
позначимо 





V x x s y s ds V a
x
  
    (5) 




i i q q
i
x s x s   

  
Тоді рівняння (4) перепишеться у вигляді виразу 





s y s ds V x f x
x
    (6) 
диференціювання якого дає: 
          .
q
q





     (7) 
Підстановка (7) в (5) приводить до інтегрального рівняння дру-
гого роду відносно  V x  





V x x x
x x
   
       




x V s s s ds
x
   
      (8) 




q i i q q
i a
x x s s f s s ds    

          
Після заміни 
          , 0x i q i
a
V s s s ds W x W a        (9) 
або 
        i i qW x V x x x       (10) 
переходимо до шуканого диференціального рівняння відносно 
  :iW x  
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 











    
         
   







   (11) 
           '0
1 xm
j i q q
q j a
x x x f s s ds
x
    
         , 
при .i q  
Практично для пошуку розв’язку вихідного рівняння (3) досить 
обчислити тільки функцію   ,iW x  так як з формули (10) 







   
, 
і  y x  знаходяться з (7). 
Тобто задача зведена до розв’язання звичайного диференційного 
рівняння І порядку, яке можна розв’язувати штатними комп’ютерни-
ми засобами систем математичного моделювання (MATLAB та ін.), 
що забезпечують необхідну швидкодію. 
Перевагою описаного способу є можливість цілеспрямованого ви-
бору доданка    .q qx s   Такий вибір відповідає одній з форм регуля-
ризації, зазвичай неминучою при вирішенні рівнянь першого роду. 
Приклад. Для розв’язання рівняння 




s x y s ds x    
введемо позначення 




x y s ds V x V   (12) 
Тоді вихідне рівняння перепишеться у вигляді 




y s ds V x x    
або після диференціювання в вигляді 





   (13) 
звідки, використовуючи (13), отримуємо 
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V x x s ds
s
       
Далі, за допомогою заміни 
      2
1
1 , 1 0
x
W x V s ds W
s
   (14) 
переходимо до диференціального рівняння 
   1 3 3 1 ,
2 2
W x W x x
x x
     
розв’язок якого 
  3 1 2 .
2
W x x x
x
       
З виразу (15) отримуємо 
     2 23 1V x x W x x x    
і за формулою (14) остаточно маємо 
   3 2 1 .y x x   
Структурно-алгоритмічний спосіб. Розглянемо задачу розв’язан-
ня рівняння (1) з виродженим ядром вигляду (2). Шляхом перетворень 
введемо в рівняння параметр регуляризації   наступним чином. Вико-
наємо еквівалентне перетворення рівняння (3) до вигляду 






y x x s y s ds y x f x 

     (15) 
Апроксимуємо рівняння (15) виразом 






y x x s y s ds y x f x   

         (16) 
(  y x  — наближений розв’язок), або виразом 






y x x s y s ds y x f x  

         (17) 
Наближене рівняння (17) відносно  y x  з параметром регуляриза-
ції   може бути віднесене до рівняння Вольтерра ІІ роду, що дає мож-
ливість при його розв’язанні використати засоби системи Simulink. 
Структура засобів Simulink для розв’язання рівняння (17), що 
побудована відповідно до методу, визначеного в роботах [3;4], наве-
дена на рис. 1. 
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Рис. 1. Структура розв’язуючої схеми 
Такий спосіб дозволяє отримувати наближений розв’язок рів-
няння (1) шляхом швидкодіючого алгоритму, що реалізується вказа-
ною структурою. 
Висновок. Таким чином, в роботі розглянуті способи отримання 
швидкодіючих алгоритмів для розв’язання інтегрального рівняння (1) 
з можливістю комп’ютерної реалізації даної моделі динамічного 
об’єкта в режимі реального часу. 
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